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前言

相信大家都发现，要学好 OI，学好集合幂级数，尤其是学
会用集合幂级数做一些子图计数问题很重要。

今天先介绍集合幂级数，然后分别考察如何用集合幂级数解
决子图的（无向）连通性限制、（有向）强连通性、可达性、无环
限制、（双连通性）边双连通性限制。

今天的讲课比较零基础，相信大家都能听懂！不过如果觉得
讲的内容太无聊了（或者早就会了），后三部分均有一些写了题
面但由于时间原因不详细介绍的习题，大家可以自行思考。
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集合幂级数是什么

先给出一个形式化的定义：
设全集 U = {1, 2...n}，U 上的集合幂级数 f 是一个 2U → R

的映射。2U 表示 U 的幂集即所有 U 的所有子集构成的集合。也
就是说，一个 U 上的集合幂级数相当于给所有 U 的子集指定了
一个 R 内的权重，其中 R 是交换环。

交换环是具有加法、乘法，所有元素有加法逆元，且加法、
乘法具有结合律、交换律，乘法对交换具有分配律的代数系统，
注意不对求逆做出保证。如果不理解交换环，可以简单理解为是
整数环，即系数都是整数（但下面会有 R 是多项式环的情形）。

记 fS 表示 f 将 S 映到的值，这只是一个记号。
现在我们已经指定研究的对象是 2U → R 的所有映射，但如

果不能在上面进行运算，也什么都做不了。
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集合幂级数的运算

对于两个 U 上的集合幂级数 f, g，定义它们的加法 f + g 也
是 2U → R 的映射，满足 (f + g)S = fS + gS

定义它们的乘法（无交并）f × g 是 2U → R 的映射，满足
(f × g)S =

∑
T⊆S

fTgS−T。

定义它们的集合并乘法（OR 卷积，允许有交）f ∗ g 是
2U → R 的映射，满足 (f ∗ g)S =

∑
L,R⊆U,L∪R=S

fLgR。

由于 R 是一个交换环，其上加法、乘法的结合律、交换律，
乘法对加法的分配律保证了集合幂级数的加法、乘法（两种乘法
都是）也具有结合律、交换律，乘法对加法分配。当然集合幂级
数也有加法逆元，即可以进行减法。

简单来说，集合幂级数的运算，看上去对的性质都是对的。
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运算的计算方法

显然存储一个集合幂级数相当于存储 2n 个 R 内的值。加法
就是逐项相加，进行 Θ(2n) 次 R 上的加法。

接下来考虑集合并乘法如何计算，即熟知的“位运算 OR 卷
积”。对于一个集合幂级数 f，记 FMT(f) 也是一个集合幂级数，
满足 FMT(f)S =

∑
T⊆S

fT。由熟知的“高维前缀和”进行 Θ(2nn)

次 R 上的加法即可从 f 推得 FMT(f)；倒过来做这个过程进行
“高维差分”也是进行 Θ(2nn) 次 R 上的减法即可从 FMT(f) 推
回 f。

还不难发现 FMT(A + B) = FMT(A) + FMT(B)，下面会用
到这一性质。
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运算的计算方法

观察 FMT(f ∗ g)S =
∑

L,R⊆U,L∪R⊆S
fLgR，条件可以改写为

L ⊆ S 且 R ⊆ S，由 R 上的乘法分配律可得
FMT(f ∗ g)S = (

∑
L⊆S

fL)(
∑

R⊆S
gR)，即

FMT(f ∗ g)S = FMT(f)S FMT(g)S。
于是集合并乘法进行 Θ(2nn) 次 R 上的加法，Θ(2n) 次 R

上的乘法即可完成。
事实上，不难推广得到以下结论：对 k 个集合幂级数

f1 ∼ fk，FMT(f1 ∗ f2 ∗ ... ∗ fk)S =
k∏

i=1
FMT(fi)S。

杭州第二中学 陈昕阳
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运算的计算方法

计算两个集合幂级数的乘法则稍微困难一些，注意到
(f × g)S =

∑
L,R⊆U,L∩R=∅,L∪R=S

fLgR，相比集合并乘法多了

L ∩ R = ∅ 的限制，但在 L ∪ R = S 的前提下，这个限制充要于
|L|+ |R| = |S|。

这启发我们取环 R[x]，即所有系数在 R 内的关于 x 的多项
式组成的环，然后将定义在 U 上，系数在 R[x] 内的集合幂级数
f′S = fSx|S| 和 g′S = gSx|S| 做集合并卷积，那么
(f × g)S = [x|S|](f′ ∗ g′)S。

这被称为“占位多项式”，可以理解为原来集合幂级数每一
项的系数都是一个具体的整数，现在增加了关于集合大小的限
制，可以用 x 一元记录这一关于集合大小的信息，而多项式的卷
积恰好描述了集合大小的加和，与我们的目标是相符的。

杭州第二中学 陈昕阳
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运算的计算方法

分析上述算法的时间复杂度。注意到定义在 U 上，系数在
交换环 R′ 内的两个集合幂级数做集合并乘法需要 Θ(2nn) 次 R′

上加法操作，Θ(2n) 次 R′ 上乘法操作。该算法中 R′ 是系数在 R
内的关于 x 的多项式，且可以注意到多项式次数总不超过 n，所
以一次 R′ 上加法操作相当于 Θ(n) 次 R 上加法操作，一次 R′

上乘法操作相当于 Θ(n2) 次 R 上的加法、乘法操作。
于是两个集合幂级数的乘法可以在 Θ(2nn2) 次 R 上的加法、

乘法操作内完成。

杭州第二中学 陈昕阳
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集合幂级数的复合

如果随便打开一篇介绍集合幂级数的文章，现在应该要开始
讲集合幂级数的求逆/exp/ln 了，但实际上并没有必要，这些无
非都是复合的特例，所以我们直接介绍集合幂级数的复合。

对于一个 f0 = 0 的集合幂级数 f 与一个给定的多项式 h，定
义 h(f) 也是一个集合幂级数，满足 h(f) =

∞∑
i=0

hifi，fi 当然就表示

i 个 f 相乘，而 hi 是 h 的 [xi] 项系数。
虽然定义中 h(f) 是无穷求和的形式，但注意到当 f0 = 0 时

实际上 i > n 时 fi 每项系数均为 0，所以限定 i ≤ n 结果不变。
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集合幂级数复合的计算方法

回顾集合幂级数的乘法，我们说计算 f × g 只需算出 f′ ∗ g′，
f′, g′ 的定义与上面一致。暂且记集合并乘法意义下的 i 次方为
(f′)(∗)i，按照上面的逻辑计算 fi 当然只需算出 (f′)(∗)i，即相当于
要算

n∑
i=0

hi(f′)(∗)i。

当然，注意到虽然
n∑

i=0
hi(f′)(∗)i 的某一项系数可能是达到 n2

次的 R 上的多项式，由于最终提取的系数不超过 n 次，可以将
更高次的项舍弃。

利用 FMT(f1 ∗ f2 ∗ ... ∗ fk)S =
k∏

i=1
FMT(fi)S，以及

FMT(A + B) = FMT(A) + FMT(B)，不难发现有

FMT(
n∑

i=0
hi(f′)(∗)i)S =

n∑
i=0

hi(FMT(f′)S)
i。
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集合幂级数复合的计算方法

对 f′ 做子集和变换/逆变换当然还是只需要进行 Θ(2nn2) 次
R 上的加法操作，但注意到其实需要计算 Θ(2n) 次 R 上的多项
式复合，求复合结果的前 n 项系数，而 R 上的多项式复合最粗
糙的做法需要 Θ(n3) 次 R 上的加法、乘法操作。

当然我们现在已经知道若取 R = F998244353，即系数可以认
为是模 998244353 意义下的整数，R 上的多项式复合求前 n 项
系数可以在 Θ(n log2 n) 时间内解决，事实上多项式复合的传统
做法也已经做到 Θ((n log n)1.5)，均是 O(n2) 的。所以可以认为
这里介绍计算集合幂级数复合的算法已经是 Θ(2nn2) 的。

杭州第二中学 陈昕阳
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集合幂级数复合的一些讨论

当然事实上上述算法并不实用，不过在很多情况下，多项式

h 实际上非常特殊，比如 h 取 ex =
∞∑

i=0

xi

i! 或

ln(1 + x) =
∞∑

i=1
(−1)i+1 xi

i ，对任意多项式 p 计算 h(p) 在

R = F998244353 时都存在 Θ(n2) 的简单做法，这纯粹是多项式技
巧，就不展开介绍了。

一个注记是，不使用多项式复合的快速算法，不需对 R 做
出限制也可以使用 Θ(2nn2) 次 R 上加法、乘法运算计算集合幂
级数的复合。沿着这一思路拓展，还可以做到 Θ(2n M(n)) 时间
计算集合幂级数的复合，其中 M(n) 表示在 R 上进行多项式乘
法消耗的时间复杂度。

如果你对这些内容感兴趣，建议查阅 EI 的集训队论文。

杭州第二中学 陈昕阳
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约定

方便起见，接下来直接认为 R = F998244353。
若集合幂级数 f, g 其中 f 常数项为 0，满足 h = ex 时

g = h(f)，直接记 g = exp f。
若集合幂级数 f, g 其中 f 常数项为 1，满足 h = ln(1 + x) 时

g = h(f − 1)，记 g = ln f。
可以验证，此时对任意常数项为 0 的集合幂级数 f，满足

ln(exp f) = f，与常规的认识相符。
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连通性限制

接下来我们来考虑一些连通性限制，不过这个名字可能未必
准确。本节其实主要想介绍一些“已知要求连通的信息推及不要
求连通的信息”及其逆过程的技巧。

最重要的是要知道子集 exp/ln 的组合意义，如果一个结构
可以分裂成若干彼此独立的子结构（无序），往往转写成计数的
形式会对应子集 exp/ln 。
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子集 exp/ln 的组合意义

众所周知形式幂级数的 exp/ln 有所谓“组合意义”，集合幂
级数当然也有。

对于集合幂级数 f, g，满足 g = exp f，也就是 f = ln g。这一
关系式的组合意义是：将 fS 视为划分出一个大小为 S 的子集的
权值，那么 gS 表示对 S 集合的所有划分方案的权值和，一种划
分方案的权值定义为划分出的所有子集的权值之积。

证明可以考虑 gS = (exp f)S = (
∑
i≥0

fi
i! )S，(fi)S 相当于对所有

有序取出 i 个子集，无交并起来恰好得到 S 的方案求和，但集合
划分应是无序的于是除以 i!。

据此可以直接解决许多有关（无向）连通性限制的问题，比
如接下来的两道例题。

杭州第二中学 陈昕阳
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数连通子图

1 给定 n 个点 m 条边的简单无向图 G = (V,E)，求有多少边
集 E′ 满足 E′ ⊆ E 且 (V,E′) 是连通图。答案对 998244353
取模。

2 1 ≤ n ≤ 20, 0 ≤ m ≤
(

n
2

)
。

source：经典问题。
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数连通子图

下面称对于 G = (V,E)，其边子图是所有 (V,E′) 满足
E′ ⊆ E。

设 fS 只考虑点集 S 的导出子图（点集是 S，边集是 G 中所
有两端在 S 内的边）有多少边子图是连通的。

设 g = exp f，考虑 g 的组合意义：gS 表示对 S 的所有划分
方案的权值和，划分方案的权值仍然是每个划分出来的子集的权
值之积，而一个子集的权值是其导出子图的连通边子图数量。可
以发现 gS 恰好考虑了所有点集 S 导出子图的边子图（不要求连
通）各一次。

于是设 cntS 为 S 导出子图边数，那么 gS = 2cntS。接下来
用 f = ln g 反推出 f 即可，时间复杂度 Θ(2nn2)。
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数连通二分子图

1 给定 n 个点 m 条边的简单无向图 G = (V,E)，求有多少边
集 E′ 满足 E′ ⊆ E 且 (V,E′) 是连通二分图。答案对
998244353 取模。

2 1 ≤ n ≤ 20, 0 ≤ m ≤
(

n
2

)
。

source：ARC105F 是数据范围稍小的版本。
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数连通二分子图

二分图是存在黑白染色的图，一个简单的想法是枚举 S ⊆ U
染为白色，U − S 染为黑色，符合这种染色方案的图必须满足 S
内部无连边，U − S 内部也无连边，而两个点集之间可以随意连
边。于是设 cross(S,T) 表示对于 S ∩ T = ∅ 的 S,T 两个点集，
跨过这两个点集的边数，符合这种染色方案的原图的子图恰有
2cross(S,T) 张。

这样算当然忽略了必须连通的限制，看上去像是原图的二分
子图数量。但其实也不对，因为一张二分图的黑白染色方案不止
一种。具体来说，假设其有 c 个弱连通块，其黑白染色方案恰有
2c 种，于是一张有 c 个弱连通块的原图的二分子图按照上面的
算法恰被计入了 2c 次。
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数连通二分子图

设 f, g 为两个集合幂级数，fS 为 S 导出子图的连通二分边子
图数量 ×2，gS 为 S 导出子图的二分边子图权值和，其中一张二
分图的权值定义为 2其弱连通块数，那么由组合意义不难看出
g = exp f。

上面的算法相当于求了 gU 一项，用同样的方法不考虑时间
复杂度当然总能算出 g 的所有项，然后根据 f = ln g 算出 f，希
望求的答案当然就是

1

2
fU。

最后考虑如何高效求 g 的所有项，设 sumS 为 S 导出子图
边数，注意到 gS =

∑
T⊆S

2cross(T,S−T) =
∑

T⊆S
2sumS−sumT−sumS−T =

2sumS
∑

T∈S
2−sumT2−sumS−T，是子集卷积的形式。

于是先子集卷积求出 g 所有系数，再做一次 ln 求出 f 即可，
两步时间复杂度均为 Θ(2nn2)。
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本节习题一

1 对于给定的源点 s，汇点 t，称一张有向图为杏仁，当且仅
当这张有向图的边集可以被划分为若干条从 s 到 t 的路径，
且这组划分满足所有路径的点集仅在 s, t 两点相交（设划分
出 k 条路径的点集分别为 S1 ∼ Sk，应满足
∀i ̸= j,Si ∩ Sj = {s, t}）

2 给定 n 个点 m 条边的有向图 G = (V,E) 以及固定的源汇点
s, t，回答 q 次询问：

3 每次询问给出点 u，询问 G 有多少杏仁子图满足其包含边
s → u，答案对 998244353 取模。

4 对于 G = (V,E)，称 G′ = (V′,E′) 是 G 的杏仁子图，当且
仅当 G′ 是杏仁，且 V′ ⊆ V,E′ ⊆ E，V′ 内无孤立点。

5 2 ≤ n ≤ 22, 0 ≤ q ≤ n
source：QOJ6954 CTT2020 D4T1 杏仁。
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本节习题二

1 给定 n 个点带边权的无向完全图 G = (V,E)。
2 定义其一个边子图 (V,E′) 是好的，当且仅当其首先连通。
并且 (V,E′) 的所有简单环（不经过重复点的环）的交不为
空。特别地，如果 (V,E′) 无环也认为满足简单环交集的条
件。

3 定义一个边子图的权值为其所有边的边权之积，求 G 所有
好的边子图的权值和，答案对 109 + 7 取模。

4 1 ≤ n ≤ 16。
source：QOJ6954 Almost Acyclic。

杭州第二中学 陈昕阳

集合幂级数在子图计数问题上的应用



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

前言 集合幂级数 连通性限制 强连通性、可达性、无环限制 双连通性限制 致谢

本节习题三

1 给定 n 个点 m 条边的无向图 G = (V,E) 和常数 c。
2 定义其一个边子图 (V,E′) 是一组匹配，当且仅当其中所有
点度数 ≤ 1，定义一组匹配的权值为 c|E|。

3 求 G 上所有匹配的权值和对 109 + 7 取模的结果。
4 1 ≤ n ≤ 36。

source：QOJ2068 Fast as Ryser。
bonus：n ≤ 40，且 ∀0 ≤ k ≤ n，计算 |E| = k 的匹配数量

（比原题意强）。
bonus source：Atcoder Xmas contest 2022 F Fast as Fast as

Ryser
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强连通性、可达性、无环限制

如果要研究的对象是有向图，常见的限制会包含强连通性、
可达性、无环限制（即要求是 DAG），可能还会包含这些限制的
复合（强连通分量之间有一些可达性限制）。

先从无环限制开始，这涉及最基础的如何唯一地刻画一张有
向图。
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刻画 DAG

方便起见，先来考虑如何刻画一张 DAG。DAG 有很明显的
递归到子问题的结构：每次删去一个没有出度的点直到删空即
可。

但这种方法显然是不优的：过程不唯一。精确一点地说对应
某一张 DAG 的上述过程数，是其拓扑序个数，不过其实也不重
要。为了便于计数，我们当然希望对 DAG 构造一个唯一的递归
到子问题的过程，这样只需要对不同的过程计数即可。

解决方案是明显的：每次同时删去所有没有出度的点，直到
删空。

但实践这个想法可能会遇到一些困难，来看一下一道例题。
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数 DAG 定向

1 给定 n 个点 m 条边的简单无向图 G = (V,E)。现在要根据
无向图 G 构造一张有向图 G′ = (V,E′)，构造方式是对所有
(u, v) ∈ E，向 E′ 中加入有向边 u → v 或有向边 v → u（两
者之一），E′ 不包含额外的边。求是一张 DAG 的 G′ 数量，
答案对 998244353 取模。

2 1 ≤ n ≤ 20, 0 ≤ m ≤
(

n
2

)
。

source：CF1193A，题意和数据范围略有修改。
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数 DAG 定向

设 dpS 为对于 S 的导出子图，上述问题的答案。按照删去
所有无出度点的想法，似乎转移应该是枚举 T ⊆ S 且 T ̸= ∅，
认为 T 恰好是所有无出度点，然后计算符合条件的定向数量。

那么当然 T 导出子图应当没有边，否则无论怎么定向都不
合法。而 S−T 与 T 两部分之间的边，当然应当是从 S−T 只向
T，而 S − T 内部的边似乎是一个子问题，对应方案数 dpS−T？

当然这并不对，这样转移虽然保证了 T 内的点均是无出度
点，但并没有保证 S − T 内部的点都有出度！直接据此修补上述
做法可能并不好办，可能要记录 S − T 这一子问题内部有哪些点
是无出度的，这样状态会达到 3n 级别，转移复杂度更高，不可
接受。
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数 DAG 定向

考虑我们现在的做法实际上在计数什么：假设对于一种定向
G′ = (V,E′)，无出度点集合构成 S，上面的计数方法枚举了所有
从 V 中删去无出度点集 T 的方案，满足 T ⊆ S 且 T ̸= ∅，即方
案数共有 2|S| − 1 种，而我们希望方案数恰是 1 种。

这一段分析是固定一种定向考虑其被计数多少次而言的，且
我们假定在做完第一步删去点集 T 的操作后，接下来得到的点
集为 V − T 的 DAG 在我们的计数过程中恰好被计入了 1 次（可
以视作一种归纳假设）。

凑一下容斥系数，发现如果给删去点集 T 的方案赋容斥系

数 (−1)|T|+1，那么
∑

T⊆S,T̸=∅
(−1)|T|+1 =

|S|∑
i=1

(
|S|
i

)
(−1)i+1 = 1

（关于组合数的一些基本结论），在加权意义下被计入 1 次，是符
合目标的。
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数 DAG 定向

对这段分析还可以再说两句：要理解这些容斥做法，往往可
以固定一种方案，考虑其被计入几次。如果合法方案均恰好被
（带权，下同）计入 1 次，非法方案均恰好被计入 0 次，显然就
是符合目标的。

我们归纳证明上述做法的正确性：假设对所有 |V| < n 的图
G′ = (V,E′)，若 G′ 是 DAG，上述做法计入其 1 次，若其不是
DAG，上述做法计入其 0 次，现在归纳证明对于 |V| = n 的图也
满足这一性质。

对于 DAG G′ = (V,E′)，其任意删去无出度点集 T 仍然得
到 DAG，且大小 < n，所以根据归纳假设删完的图被计入恰好 1
次，而上一页已经证明了带上 (−1)|T|+1 的容斥系数可以保证在
此前提下，G′ 也被计入恰好 1 次。
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数 DAG 定向

而对于非 DAG，其要么直接 S = ∅ 从而删无可删，即使其
存在删去无出度点的方案，根据归纳假设删完得到的图仍然被计
入 0 次，所以非 DAG 均被计入 0 次。

归纳边界可以选 n = 0，即设 dp0 = 1，此时空图是 DAG 被
计入 1 次，边界也是正确的。

这个技巧被称为“DAG 容斥”。
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数 DAG 定向
直接实现上述做法时间复杂度为 Θ(3n)。仔细分析不难发现

过程可以视作从 S = ∅ 开始每次拼上一个独立集 T，带容斥系
数 (−1)|T|+1。

设 f 为集合幂级数，若 S 导出子图有边则 fS = 0，否则
fS = (−1)|S|+1，特别地 f0 = 0。那么设

h = 1 + x + x2 + ... =
1

1− x，相当于要求解集合幂级数的复合
h(f) 的 [xU] 一项系数。

其实这是比较 well-known 的所谓子集求逆，不过照例视作
复合的特例，只是满足计算多项式复合较为方便的外层多项式即
可。时间复杂度 Θ(2nn2)。

DAG 容斥介绍的比较详细，这是因为它是数强连通子图的
基础。在足够理解 DAG 容斥之后，数强连通子图的过程是非常
类似的。
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数强连通子图

1 给定 n 个点 m 条边的简单有向图 G = (V,E)（但有可能既
有 u → v 的边也有 v → u 的边）。求有多少 G 的边子图
G′ = (V,E′) 满足 E′ ⊆ E 且 G′ 强连通，答案对 109 + 7 取
模。

2 1 ≤ n ≤ 15, 0 ≤ m ≤ n(n − 1)。
source：QOJ7 CTT2014 D1T2 主旋律。
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数强连通子图

考虑一张一般有向图的结构：强连通缩点后，各个强连通分
量及之间的连边构成一张 DAG。

一张一般有向图要么强连通，要么由多个更小的强连通分量
及之间的连边组成。看上去很废话，但提供了一个容斥的思路：
用 2m 减掉后一种情况方案数。

假设后一种情况已经确定了各个强连通分量的点集划分，那
么各个强连通分量内部的连边显然是独立的，而之间的连边相当
于数 DAG 子图。

之前的做法是对无出度点做容斥，现在应对无出度强连通分
量做容斥。设 ansS 为 S 导出子图的强连通子图数量，cofS 为将
S 划分为若干无出度强连通分量的所有方案的带权求和，权重当
然是 (−1)sz+1，其中 sz 是划分出的强连通分量数量。
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数强连通子图

对于 S ∩ T = ∅，记 cross(S,T) 为有多少 (u, v) ∈ E 满足
u ∈ S, v ∈ T，即原图有多少从 S 集合指向 T 集合的边。

若 S 导出子图由多个强连通分量组成，枚举无出度强连通
分量点集构成 T，方案数是 2cross(S−T,S−T)+cross(S−T,T)cofT。沿
用之前的分析

∑
∅⊊T⊆S

2cross(S−T,S)cofT = 2cross(S,S)，只需考虑确

实所有 S 导出子图在两边均被计入一次。
cofS = 2cross(S,S) −

∑
∅⊊T⊊S

2cross(S−T,S)cofT，可以解出 cofS。

cof 的定义显然是一个集合划分的形式，事实上
cof = − exp−ans，这里 −ans 指给 ans 除常数项外每项乘 −1
得到的集合幂级数。
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数强连通子图

考虑 cofS =
∑

T⊆S,lowbit(S)∈T
cofS−T(−ansT) 这一关系。考虑

集合划分每次去掉包含 lowbit 的一个划分项，即可得到此关系
式。改写一下 ansS = cofS +

∑
T⊊S,lowbit(S)∈T

cofS−TansT，可以解

出 ansS。
在合适的预处理后查询 cross(S,T) 可以认为是 Θ(1) 的，根

据这两条关系式即可 Θ(3n) 解决原问题。
并不太清楚该问题是否能做到 Θ(2npoly(n))，主要困难在于

本题是有向边，故 2cross(S−T,S) 一项转移系数难以处理。如果是
无向边容易凑成 2cross(S,S)−cross(T,T) 的形式从而写成标准的子集
卷积形式。
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本节习题一

1 给定 n 个点 m 条边的有向图 G = (V,E) 以及长度为 n 的
系数序列 cof0 ∼ cofn−1 。

2 考虑所有的长度为 n 的排列 p。将排列 p 写在纸带上于是有
n − 1 处可以剪断，对于一种剪断方案若剪断了 k 处，该方
案带权值 cofk。现在可以将剪出来的 k + 1 个的部分之间的
顺序重排，设拼回去得到排列 q。若一个排列与对应的一种
剪断方案满足可以拼回去得到排列 q 满足其是原图的任意
拓扑序，认为这组排列与剪断方案组成的二元组是合法的。

3 求所有合法的排列与剪断方案构成的二元组的权值和，答案
对 109 + 7 取模。

4 1 ≤ n ≤ 15, 0 ≤ m ≤ n(n − 1)

2
。

source：QOJ8325 联合省选 2024 D2T2 重塑时光，有修改。
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本节习题二

1 给定 n 个点 m 条边且边带权的简单无向图 G = (V,E)。现
在将 G 中每条无向边拆成两条方向相反的有向边，权值不
变，得到 2m 条边的有向图。

2 对于这张有向图，其所有边独立地以
1

2
概率保留，

1

2
概率

删除，设得到的图是 G′。求 G′ 满足其最小外向生成树（根
可以是任意点）边权和等于 G 最小生成树边权和的概率，
答案对 109 + 7 取模。

3 1 ≤ n ≤ 15, 0 ≤ m ≤ n(n − 1)

2
。

source：QOJ10151 联合省选 2025 D2T2 岁月。
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双连通性限制

无向图上更复杂一些的连通性限制是双连通性，具体来说分
为点双连通性和边双连通性。这相比连通性当然会更加复杂，但
还是可以得到很好的刻画的。

在子图计数问题上，处理双连通性的强大技巧是“点双联
通-连通 变换”和“边双连通-连通 变换”，但事实上沿用相似的
思路可以做更多的一些事。

由于时间原因，今天就只介绍“边双连通-连通 变换” 了。
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数边双连通子图

1 给定 n 个点 m 条边的简单无向图 G = (V,E)，求有多少边
集 E′ 满足 E′ ⊆ E 且 (V,E′) 是边双连通图。答案对
998244353 取模。

2 1 ≤ n ≤ 18, 0 ≤ m ≤
(

n
2

)
。

source：LOJ6730 边双连通生成子图计数。
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边双连通-连通 变换

首先对于一张连通无向图，如果将所有非割边两边的点缩起
来，图会形成一颗树。这颗树上每个点对应原图的一个边双连通
分量，每条边对应原图的一条割边。

考虑一个反过来的问题：假设给原图所有子集 S ⊆ U 均赋
了权重 aS，并定义一张连通子图的权值是其所有边双对应的 a
之积，并且我们还已经对所有 S 知道了 S 的边双连通边子图数
量是 bS，如何求原图所有边子图的权值和。

如果已经确定的边双给出的对 U 的集合划分，把每个边双
缩为一个点后，这一方案的 a 之积是确定的，各个边双内部的连
边方案数是对应的 b 也是确定的，而边双之间的连边方案数相当
于做生成树计数。不过如果这样看待问题并不好优化。
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边双连通-连通 变换

我们分阶段考虑这个问题，设 p0 ∼ pn 是 n 个集合幂级数，
(pi)S 表示 S 的导出子图的所有满足只存在两端编号最大值不超
过 i 的割边的边子图的权值和。最后希望计算 pn，而 p0 因为不
允许出现割边，其实 (p0)S = aSbS。

于是只需要能利用 pu−1 计算出 pu。pu 的限制比 pu−1 松，
具体体现在其允许两端编号最大值为 u 的割边。那么 u 这个点
是关键的，设现在在考虑某个 S（u ∈ S）的导出子图的合法边子
图，如果将所有两端编号最大值为 u 的割边断开，这张边子图将
会分裂成若干连通块，根据连通块给出的点集划分设
S = P ∩ T1 ∩ T2 ∩ ... ∩ Tk，其中 u ∈ P，所有 P,Ti 两两无交。
那么这张边子图在所有 P 或 Ti 的部分都符合 pu−1 的限制，这
是递归到子问题的形式。并且这个划分当然是唯一的。
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边双连通-连通 变换

于是要计算 (pu)S 只需枚举 S 像这样的集合划分，对应的所

有边子图权值和是 (pu−1)P
k∏

i=1
(pu−1)Ticof(u,Ti)，其中 cof(u,Ti)

表示选一个 v ∈ Ti, v < u 新连上 (u, v) 这条子图中的割边的方案
数，其实也就是原图中 u 与多少在 Ti 内且编号小于自己的点有
连边。

那么设 (qu−1)S = [u /∈ S](pu−1)S · cof(u,S)，在只考虑 u ∈ S
的项的意义下，pu = pu−1 × (exp qu−1)。注意若 u /∈ S 那么上述
分析其实都无效，但当然 (pu)S = (pu−1)S。

于是计算一次子集 exp 和一次子集卷积即可通过 pu−1 计算
出 pu。总共需要计算 n 次故时间复杂度为 Θ(2nn3)，称这种操
作为正向的“边双连通-连通 变换”。
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边双连通-连通 变换

但对于原问题来说，我们只是解决了一个反向的问题。不过
由组合意义我们知道，假设在我们解决的反向问题中所有 a 均为
1，那么 (pn)S 应当就是 S 导出子图的连通边子图数，这可以
Θ(2nn2) 计算。

回忆 pu 与 pu−1 的关系：若 u ∈ S，
(pu)S = (pu−1 × exp(qu−1))S，否则 (pu)S = (pu−1)S。

假设已经知道 pu，那么所有满足 u /∈ S 的 (pu−1)S 项也已
知，于是 qu−1 已知，exp qu−1 也已知，那么
pu−1 = pu × (exp qu−1)

−1，即 pu−1 = pu × exp(−qu−1)。
这里可能稍有一些问题，因为这个等式仅在 u ∈ S 的项成

立。比较精确的理解是只取 pu, pu−1 满足 u ∈ S 的项，qu−1 满足
u /∈ S 的项，对于生成的三个定义在 U\{u} 上的集合幂级数该关
系式成立。
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边双连通-连通 变换

称这种给出 pn 反向解出 p0 的操作是反向的“边双连通-连
通 变换”，同样只需计算 n 次子集 exp 和 n 次子集卷积，时间复
杂度为 Θ(2nn3)。

在这道例题中，(p0)S = aSbS，因为取 aS = 1 故 (p0)S = bS，
答案就是 (p0)U。

fun fact：这题比较广为流传的做法是把边双的问题转到点
双上去做，因为边双连通图是不存在大小为 2 的点双的图。然而
这种方法并不总是生效，例如下题。
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一道边双连通-连通 变换的例题

1 给定一张 n 个点 m 条边的图 G = (V,E)，求其有多少边子
图 G′ = (V,E′) 满足 E′ ⊆ E，且 G′ 满足 k 条给定的限制：

2 第 i 条限制是在 (V,E′) 上，从 si 到 ti 必须至少有 ci 条不
同的边简单路径。1 ≤ ci ≤ 2。

3 答案对 998244353 取模。

4 1 ≤ n ≤ 16, 0 ≤ m ≤
(

n
2

)
, 0 ≤ k ≤ n(n − 1)。

source：UOJ962 UR#30B 交通管制
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一道边双连通-连通 变换的例题

存在至少一条简单路径对应连通性限制，接下来考虑对于一
个连通块，其中哪些点对 u, v 间只存在一条边简单路径。

因为一个边双内任意两点均存在两条边集不相交的边简单路
径，因此缩边双树之后，只要 u, v 所属的边双在树上的简单路径
经过了大小 > 1 的边双，实际上它们之间就存在至少两条边简
单路径。那么对于确定的边双树，称大小 > 1 的边双为黑点，大
小 = 1 的边双为白点，u, v 间只存在一条边简单路径当且仅当它
们所属同一个白色连通块。

先不妨假设连通性限制已经要求原图连通，一张边子图根据
极大白色连通块和黑色点给出了对原图点集 U 的划分
U = P1 ∪ P2 ∪ ... ∪ Pm ∪ Q1 ∪ Q2 ∪ ... ∪ Qk。

Pi 对应极大白色连通块，Qi 对应一个大小大于 1 的边双。
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一道边双连通-连通 变换的例题

一组划分合法，当且仅当对于不存在限制 (sj, tj, 2) 与
1 ≤ i ≤ m 使得 sj, tj ∈ Pi，相当于说一些 Pi 是不能存在的。

假设划分确定，某个 Pi 内部的连边数相当于这个点集导出
子图的生成树计数，直接使用矩阵树定理计算是 Θ(2nn3) 的，其
实也可以 Θ(2nn2) 不过不重要。某个 Qi 内部的连边数根据上一
道例题可以 Θ(2nn3) 全部计算出。

之间的连边还是把一个 Pi,Qi 缩成一个点之后相当于做生
成树计数。但注意因为要求 Pi 是极大的，不能将两个极大白色
连通块相连！

回忆经典题“n 种颜色的小球第 i 种有 ai 个，有多少种排
列小球的方式使得没有同色小球相邻”是如何解决的：容斥枚举
一些小球对同色且相邻。这两个问题非常类似，因此处理这一限
制也可以考虑容斥。
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一道边双连通-连通 变换的例题

现在还是认为所有 Pi,Qi 的集合划分确定。把连边看作两个
阶段：第一阶段只能在 Pi 间连边，连边边权为 −1，第二阶段可
以任意连边，连边边权为 1。

那么对于连出来边集一致（忽略边权）的一些生成树，假设
其将两个极大白色连通块相连，这条边既可以在第一阶段连也可
以在第二阶段连，因此权重抵消了。

于是设 f′S 表示 S 导出子图生成树计数，fS = f′Svalid(S)，
valid(S) 表示 S 是否能作为一个极大白色连通块，gS 表示 S 导
出子图的边双连通边子图数量。设 transfer(F, c) 为将 F 进行每
额外选一条割边贡献乘上 c 的正向“边双连通-连通 变换”后得
到的集合幂级数。原问题的答案是
transfer(transfer(f,−1) + g, 1)U。
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一道边双连通-连通 变换的例题

之前介绍了如何进行 transfer(F, 1)，实际上扩展到
transfer(F, c) 也没有任何困难。这样就 Θ(2nn3) 解决了若连通
性限制已经要求原图连通的问题。

对于一般的情况，注意到 transfer(transfer(f,−1) + g, 1) 相
当于对所有 S ⊆ U 计算了 S 导出子图中有多少连通边子图满足
所有 (sj, tj, 2) 的限制，只要 sj, tj ∈ S。原图任意的边子图根据连
通块给出了对 U 的点集划分，一些划分出来的点集可能不满足
连通性限制，对所有满足连通性限制的点集的答案做 exp 即可。

时间复杂度 Θ(2nn3)。

杭州第二中学 陈昕阳
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本节习题一

1 给定 n 个点 m 条边的简单无向图 G = (V,E)，求有多少边
集 E′ 满足 E′ ⊆ E 且 (V,E′) 是点双连通图。答案对
998244353 取模。

2 1 ≤ n ≤ 18, 0 ≤ m ≤
(

n
2

)
。

source：LOJ6729 点双连通生成子图计数。
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本节习题二

1 给定 n 个点 m 条边的简单无向图 G = (V,E)，求有多少边
集 E′ 满足 E′ ⊆ E 且 (V,E′) 是边仙人掌（每条边至多属于
一个简单环的简单连通图）。答案对 998244353 取模。

2 1 ≤ n ≤ 18, 0 ≤ m ≤
(

n
2

)
。

source：LOJ6719 数仙人掌加强版。

杭州第二中学 陈昕阳
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本节习题三

1 给定 n 个点 m 条边的简单无向图 G = (V,E)，和 k 个点对
si, ti。

2 定义 G 的一个边子图 G′ = (V,E′) 满足 E′ ⊆ E 的权值是
2|E

′|−c，其中 c 表示有多少边 (u, v) ∈ E′ 满足存在一个
1 ≤ i ≤ k 使得 G′ 上存在一条 si 到 ti 的边简单路径。

3 求 G 所有边子图权值和，答案对 109 + 7 取模。

4 1 ≤ n ≤ 16, 0 ≤ k,m ≤
(

n
2

)
。

source：洛谷 P11567 建造军营 II。
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致谢

谢谢大家！

杭州第二中学 陈昕阳
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